LTI-systemer II

Oppgave 1

Lgs differensiallikningssystemet

1 =2x1+ 20 + 23
To =x1+ 229+ 23
T3 = a1+ T2+ 223
Oppgave 2
Lgs differensiallikningssystemet
T1 =21+ 22
3.5'2 = ZTo + 2.’£3
.fg = 31‘3

Oppgave 3

Gitt et initialverdiproblem pa formen x = Ax hvor x(0) = xq.

a) Vis at Eulers eksplisitte metode for systemet er gitt ved
Xk4+1 = (I+ hA)Xk.
b) Vis at Eulers implisitte metode for systemet er gitt ved

Xk+1 = (I — hA)_lxk.



Jordandekomposisjon *litt vel detaljert, men til de som lurer*
Vi gnsker J og V slik at A = V.JV~! for en n x n-matrise A.

Dersom A har n lineert uavhengige egenvektorer er vi good - Jordandekomposisjonen blir vanlig diagonalis-

ering med egenverdier langs diagonalen ¢ J, og tilhorende egenvektorer som kolonner i V.
Matrisen V: Kolonnene i V er generaliserte egenvektorer for matrisen A.

Matrisen J: Egenverdier langs diagonalen og 1-tall pa superdiagonalen over egenverdier som ”tilhgrer” en

generalisert egenvektor (som ikke er en ”vanlig” egenvektor).

Superdiagonal: diagonalen over miderste diagonal.

Sammenheng mellom V og J

Dersom det er en ”vanlig” egenvektor i kolonne nummer p i matrisen V', er den kun tilhgrende egenverdi i
kolonne nummer p i J. Dersom det er en generalisert egenvektor i kolonne nummer p i V', vil det veere et
1-tall over tilhgrende egenverdi i kolonne nummer p i J.

Generaliserte egenvektorer

En generalisert egenvektor v oppfyller (A — AI)*v = 0 for en egenverdi \ til A og et heltall k. For & finne
kolonnene i V' er vi ute etter generaliserte egenvektorer som oppfyller falgende:
Anta at vi har funnet en egenvektor vi; med egenverdi A. Vi er ute etter generaliserte egenvektorer va, v,

... som er slik at

(A — )\I)Vg =V
(A= A)vs =vy

Vi, Vo, V3, ... kalles en kjede av generaliserte egenvektorer. Hver slik kjede tilhgrer hver sin Jordan-blokk

Ji som nevnes i 2-8.

Hvordan finne jordandekomposisjon A = VJV !

1. Finn egenverdiene til A.
2. Finn tilhgrende egenvektorer.
3. For hver egenverdi \;: sjekk om (multiplisiteten til \;) > (antall egenvektorer til ;)

e Hvis ja: finn generaliserte egenvektorer til A;.



4. Nar man totalt har n linesert uavhengige generaliserte egenvektorer til A putter vi disse inn som

kolonner 1 V.

5. Plassér egenverdiene langs diagonalen til J med 1-tall "over” egenverdiene som tilhgrer generaliserte

egenvektorer (som ikke ogsa er vanlige egenvektorer).
Eksempel. La oss finne jordanformen til matrisen

2 4 =3

0 3 -1

1. Vi starter med a finne egenverdiene til A ved & lgse det(A — A\I) = 0.

0 3 —1-A

= A1 = —1 med multiplisitet 1, og A2 =2 med multiplisitet 2

2. Finne tilhgrende egenvektorer. For Ay = —1 lgser vi (A + I)vy = 0, og far

3 4 =3|0 1 0 =110 1
03 0|0|~]0 1 00| =wvi=]|0
03 0|0 00 0|0 1
For Ay = 2 lgser vi (A — 2I)vy = 0, og far
0 4 =-3|0 01 0f0 1
00 0|0]|~|0O0 1|0 = v2=1]0
0 3 -3|0 0 0 00 0
3. A1 = —1 har multiplisitet 1 og har 1 egenvektor, sa vi trenger ikke lete etter noen generaliserte

egenvektorer som tilhgrer A;. Ay = 2 har multiplisitet 2, men kun 1 egenvektor. Siden 2 > 1, ma vi
finne en generalisert egenvektor vs som oppfyller (A — AoI)vs = vo. Dermed lgser vi (A — Aol)vsg = vo

med hensyn pa vs

0 4 =-3|1 01 01 s
00 O0(0]~]00 1|1 = v3= |1
0 3 =3|0 0 0 0]0 1



4. Vi velger s = 0 for vs slik at matrisen V blir

1 1 0
V:[Vl‘VQ‘V3:|: 0 0 1
1 0 1
Sa finner vi V!
1 1 0/1 0 O 1 0 0|0 -1 1
00 1/01 0f~]01TO0O]1 1 -1
1 0 1/0 0 1 0 0 1]0 1 0
altsa er
0o -1 1

jan}
=
jan}

5. J-matrisen har egenverdiene langs diagonalen. Siden vy (fgrste kolonne i V') tilhgrer \;, plasserer vi
A1 = —1 i forste kolonne. Siden vj3 er en generalisert egenvektoren, far vi et 1-tall over Ao = 2 som er

i tredje kolonne. J-matrisen blir altsa

-1 0 0
J = 0 2 1
0 0 2
Dermed har vi funnet jordanformen A = VJV ~! gitt ved
2 4 -3 1 1 0 -1 0 0 0o -1 1
0 2 0 =10 0 1 0 2 1 1 1 -1
0 3 -1 1 01 0 0 2 0o 1 0

Wolfram-alpha er enig:)

110y/-100y/0 -1 1
[0 0 l][ 0 2 l].[l 1 —l]
101 0o 02/\o 1 0

2 4 -3
[02 0]
03 -1



