Integrasjon - Oppgaver med lgsningsforslag

Losningsforslag nederst

1. Beregn de ubestemte integralene
a) /x2—5m+e°”dx

b) /xcos:cdx

xT

e) /sin?’(x) - cos(z) dx

2. La f veere funksjonen gitt ved f(r) = 62%+4x—3.
Finn den antideriverte G til f som er slik at G(1) = 0.

3. Beregn de bestemte integralene

0
a) / —2® + 3z dx

-1

1
b) / (2z + 1)6“52“” dz
0

c) /Oln : e*® dx
d) /

1
/ Va2 4+ 4z +4dx
0

cosx
dx
(sinz + 2

4. Finn arealet begrenset av grafene til de to

funksjonene f(r) = 22 og g(z) = = + 2.

5. Utled uttrykket for delvis integrasjon ved a ta

utgangspunkt i produktregelen for derivasjon.

6. La f(z) = tanx.

a) Visat f/'(z) =1+ tan®z.

1+ tan?
Lrtantz
tanx

b) Regn ut/

7. Beregn integralene uten a finne en antiderivert

a) / sinz dz
5
b) / xdx
0
/ dz

8. Regn ut arealet av flaten avgrenset av grafene til

f og gnar f(x) = —22+8x —7og g(x) =22 — 1.

9. Funksjonen f er gitt ved f(x) = cos(2z) for

Dy = [—g, 5] La S veere flaten avgrenset av grafen

til f og linja y = 5.
a) Skissér S.
b) Beregn arealet av S.

c) Ved a rotere S om z-aksen far man et om-
dreiningslegeme. Hva er volumet av dette omdrein-

ingslegemet?

Ekstra: Numerisk integrasjon

Summen R, definert i teori-delen under tittelen
”bestemt integrasjon og summasjon” kalles venstre
Riemann-sum. Her kan du lese mer om Riemann-
summer og numerisk integrasjon. Dette kommer de

fleste av dere til a leere mer om pa universitetet!


https://tma41x1.math.ntnu.no/12/riemann-sum-og-numerisk-integrasjon/

Lgsningsforslag

1a)

x3 5
/x2—5x+ewdx:§—§x2+ez+0

1b) Vi bruker delvis integrasjon. La u = x, v = cosz. Da blir v/ =1, v = sinz. S4 vi far

/zcosxd:z::zsinxf/bsinxdx

=xsinx + cosx + C

1c) Substitusjon, la u = 22 — 9. Da er g—z = 2z. Da far vi

-
2 -9 v u 2x

1 [du

"2/ u

zlln\u|+0
2

:%ln|x279|+c

(Ved & bruke konjugatsetningen og logaritmeregler er dette det samme som 1In|z — 3|+ 3 In|z + 3| + O)

1d) Substitusjon, la uw = e® + 5. Da er g—g =e”. Sa vi far

/ e e® du
de = [ ——
et +5 u e”

du
U

=lnul+C
=Inle” +5|+C



le) Substitusjon, la u = sinz. Da er 3—7; =cosz. Sa

. du
sin®z-coszdr = [ u?-cosx
cos T

:/ugdu

U4

5 C

.4
sin” x
= C
n +

2) En generell antiderivert for f er gitt ved

G(z) = /6x2+4x73dx

=223 4+2:%2 -3+ C

S& ma vi finne C slik at G(1) = 0. Vi har at G(1) =2-13+2-12-3-1+C = 0. Ved & lgse denne likningen
for C far vi C = —1. Sa den antideriverte G til f som er slik at G(1) = 0 er gitt ved

G(z) =223 +22% — 32 — 1

3a)
0 4 270
/—m3+3xdx: —I——i—gi
1 4 N
1 3
:0— —_— -
(~i+2)
_1.3
42
__5
4



3b) Substitusjon, la u = 2% + z. Daer % = 22 + 1 og u(0) = 0, u(1) = 2. S& vi far

1 2
2 du
2 1 x+x — U
/0 (2x + 1)e dz /0 e dz

2
:/ e du
0

=[e"]s
—2_ 0
=e? -1

3c)

621n2 60
T2 2
761114 1
2 2
41
T2 2
_3
2

/zmdm:/3g;»dx
o (sinz 4+ 2)2 9 Uu?



3e)
1 1
/\/x2+4x+4d1’:/ Vix+2)2de
0 0
1

:/ T+ 2dz
0

1

[2
+2m}
2 0
1
2
5
2

+2-0

4) Her kan det veere lurt a tegne opp de to grafene. Vi ma finne z-koordinatene til skjeeringspunktene
mellom f(z) = 2% og g(z) = x + 2. Dette finner vi ved & lgse likningen f(z) = g(z), altsd 2> =z +2 =
2? —x — 2 = 0. Dette kan faktoriseres til (x — 2)(z + 1) = 0, som vil si at vi har skjeeringspunkter nar z = 2
og x = —1. I omradet mellom skjeeringspunktene er g(z) > f(x). For a finne arealet begrenset av grafene,

integrerer vi dermed g(x) — f(z) fra x = —1 til z = 2.

2 2 372
/ r+2-2tdr= | 42— =
2 3] 4

—1

4 8 1 -1
=—42.2———[Z2-2- =
5 T 3 (2 3)
8 1 1
—9244_-_Z49_ =
+ 5 2 3
_9
2

. . _ 2 _ o 9
Arealet begrenset av grafene til de to funksjonene f(z) = 2% og g(x) = = + 2 er altsa 3.

5) Produktregelen for derivasjon er gitt ved
(f-9)="rfa+fd

Hvis vi na integrerer begge sider far vi

/(f~g)'=/(f’g+fg’)

Pa venstresiden benytter vi na at ved a integrere en derivert funksjon, sa far vi bare funksjonen selv. Pa

f-g:/f’g+/fg’

hgyresiden benytter vi linearitet



Ved a flytte over et av integralene, sitter vi igjen med uttrykket for delvis integrasjon, nemlig

/fg’=fg—/f’g

6a) Vi har at f(z) = tanz = S22 Ved & bruke brgk-regelen for derivasjon far vi

cosx”

cosx -cosx —sinx - (—sinz)

f'(x) =

cos? x
2 )
cos® x + s x
cos? x

cos?z  sin’z

cos?x  cos?x

=1+tan’x

6b) Her kan vi bruke resultatet fra a-oppgaven, samt substitusjon. La u = tanx, da er du — ] 4 tan?z.

dz —
du
/1+tan2wdx= dz gy
tanx U
B du
- U
=Inu+C

= In(tanz) + C

7a) Dette integralet kan vi lgse ved & tegne grafen til sinx fra @ = —r til = 7.

Vi ser at arealet over z-aksen er lik arealet under z-aksen. Arealet under z-aksen er negativt, mens det over

er positivt. Siden det negative arealet har lik absoluttverdi som det positive arealet, er summen av disse

/ sinzdz =0

arealene 0, altsa



7b) Dette arealet danner en rettvinklet trekant med hgyde h = 5 og grunnlinje g = 5. Sa bruker vi at arealet

av en trekant er gitt ved %. Arealet blir £ = 22—5 Dermed er

2
5

25

/ rzdr = —

0 2

7c) Her kan vi tenke oss at vi integrerer den konstante funksjonen 1. Arealet vi er ute etter danner dermed

et rektangel med hgyre h = 1 og grunnlinje mellom e og 7, altsd g =7 —e. Sa

/ dr=m—e

8) Vi starter med & finne z-koordinatene til skjseringspunktene ved & lgse f(x) = g(x), altsd —2% +8x —7 =
-1 = 222 —82+6=0 = 2> —42+3=0 = (2 —3)(x — 1) = 0. Skjeeringspunktene er dermed
iz =1o0gx=3. Mellom skjeeringspunktene er f(z) > g(z), sa vi integrerer funksjonen f(z) — g(x) for a

finne arealet av flaten
3 3
/ —x2+8x—7—x2—|—1dx:/ —22% 4+ 8z — 6dx
1 1

2% ’
= {_x + 42 — Gx}
3 1

2.33

2-1
+4-32—6-3—<—3+4-1—6~1>

2
:—18—1—36—18—1—5—4—1-6

9a)




9b) cos 2z skjeerer linja y = % nar cos2x = % Det skjer nar 2z = +% = x = +§. Arealet av S blir

9c¢) Volumet av omdreiningslegemet som dannes ved a rotere S rundt xz-aksen finner vi ved a ta volumet

av omdreiningslegemet som dannes ved & dreie cos 2z rundt z-aksen og sa trekke fra volumet av omdrein-

ingslegemet som dannes ved a rotere y = % rundt z-aksen.

™

6 & 1 2
V= 77/ cos? 2z dz — 7r/ <2) dx
7% _m

6

For a lgse det forste integralet er det flere mater a ga frem pa, man kan for eksempel bruke at

cos’x +sinz =1
cos2x =cos® x — sin’

= cos 2z = cos’ x—(1 — cos? 2) = 2cos’x — 1

9 cos2x +1
= cosTr=————

Ved a bruke dette far vi

Y L D (1+1)
ST M T g™ T T1) T2 T

T,
T4 3 6 1
T 3 2
V3,
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Volumet er altsa %W + .



